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4 Didaktische Prinzipien des Mathematikunterrichts

Didaktische Prinzipien sind (wie alle Prinzipien) keine starren
Handlungsanweisungen oder Rezepte, sie sind Vorschlage, Anregungen und
Strukturierungshilfen. In den letzten Jahrzehnten wurden von den
Mathematikdidaktikern eine Vielzahl solcher Prinzipien formuliert. Teilweise werden
unter dem selben Namen zwei verschiedene Dinge verstanden, teilweise werden
zwei verschiedene Prinzipien mit dem selben Namen bezeichnet. Insgesamt ist die
Lage verwirrend. Fir eine erste Annaherung an dieses Thema werde ich nur wenige
Prinzipien herausgreifen, die ich personlich fiir besonders wichtig halte.

4.1 Das EIS-Prinzip
Ein mathematischer Sachverhalt kann nach J. Bruner auf drei verschiedene Arten
dargestellt werden:

- enaktiv, d.h. handelnd,

- ikonisch, d.h. bildlich,

- symbolisch, d.h. verbal oder formal

Aus diesem Ansatz des letzten Kapitels kdnnen wir eine Empfehlung fir den
Unterricht gewinnen:

EIS-Prinzip:
Ein mathematischer Sachverhalt sollte mdglichst in allen drei
Darstellungsebenen — enaktiv, ikonisch, symbolisch — erfasst werden.

Auf den Transfer zwischen den drei Reprasentationsmodi sollte besonderes
Gewicht gelegt werden

Der letzte Satz ist nach dem vorangegangenen fast selbstverstandlich, wird aber
manchmal auch gesondert als Prinzip vom intermodalen Transfer bezeichnet.

Als prototypisches Beispiel dient die Addition: Das Zusammenfiigen von zwei
Mengen wird handelnd dargestellt. 3 Madchen und 4 Jungen gehen zusammen ins
Kino. Wie viele Eintrittskarten mussen Sie kaufen? Der Vorgang kann zeichnerisch
dargestellt und schlief3lich symbolisch notiert werden: 3 +4 =7.

An diesem Beispiel sehen Sie schon, dass sich das EIS-Prinzip in der Grundschule
auf breiter Front durchgesetzt hat. In friiheren Zeiten war es aber durchaus ublich,
auch in der ersten Klasse nur auf symbolischem Niveau zu arbeiten, d.h. das kleine
Einsundeins auswendig zu lernen. Das Ziel ist nattrlich auch heute die symbolische
Beherrschung der Addition, aber man erhofft sich zu Recht von der Verankerung in
den beiden anderen Reprasentationsebenen ein tieferes Verstandnis.

Die Einteilung in drei Sparten ist recht grob, feinere Einteilungen sind denkbar.
Bei der Handlungsebene kann man noch unterscheiden, ob der Schiler

- die Handlung selbst ausfihrt

- die Handlung miterlebt

- die Handlung erzahlt bekommt und sie sich vorstellt

Aufgabe 4.1.1
Uberlegen Sie sich Abstufungen des ikonischen Darstellungsmodus.
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Bei der symbolischen Ebene scheint eine weitere Unterteilung am notwendigsten.
Sowohl die sprachliche Formulierung als auch die formale Darstellung in
mathematischen Symbolen zahlen ja als symbolische Darstellungen. Die Sprache ist
uns aber wesentlich vertrauter, beim intermodalen Transfer spielt sie eine besondere
Rolle. Man kénnte also auch von vier Darstellungsarten sprechen, oder der Sprache
eine Sonderrolle zuweisen.

Die mdglichen Ubergange werden dann durch Doppelpfeile dargestellt.

Zeichen
A/Sv rache
Handlung < > Bild

Bruner legt besonderen Wert darauf, dass diese Doppelpfeile wirklich auch in beiden
Richtungen begangen werden. Das Bild soll also seiner Meinung nach nicht als
Stufenmodell verstanden werden, das in der symbolischen Darstellung die hochste
Ebene sieht, in den anderen Ebenen nur Vorformen der letztlich anzustrebenden
symbolischen Darstellung. Erst die Verbindung aller Darstellungsebenen gibt ein
tiefes Verstandnis eines Sachverhalts. Dies wird von anderen Autoren nicht so
extrem gesehen. Zech etwa meint, dass mit zunehmendem Alter der Schiler die
enaktive Ebene an Bedeutung verliert, da die Schuler sich Handlungen immer besser
vorstellen kénnen. Zweifellos behalt aber der ikonische Reprasentationssmodus
seine Bedeutung fir jede Altersstufe.

Ein Erlebnis bei einem Montessori-Kurs hat mir gezeigt, dass die enaktive Ebene
auch noch fur Erwachsene wichtig sein kann. Der Kursleiter gab uns ein Brett zum
Wurzelziehen. In Form eines quadratischen Gitters waren Vertiefungen in ein
Holzbrett gebohrt. Die Wurzel aus 25 bestimmten wir, indem 25 Perlen so in dieses
Raster gelegt wurden, dass ein volles Quadrat entstand. Ich habe staunend
gesehen, welche Begeisterung dies bei normalen Erwachsenen hervorrufen konnte.
Mehrere Personen versicherten tiberzeugend, dass Sie jetzt zum ersten Mal
.begriffen” hatten, was die Wurzel einer Zahl ist.

O|O0|O|O|O
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0O|O0|O|0O|O
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Maria Montessori hat schon vor Bruner auf die Wichtigkeit des handelnden Zugangs
zu mathematischen Sachverhalten hingewiesen.

Vorschlag:
Besuchen Sie das Montessori-Studio im Gebaude W und besichtigen Sie die
dortigen Materialien zum Mathematikunterricht, z.B. zum Bruchrechnen.

Im Buch von Zech finden Sie auf Seite 107 das Beispiel der Begriffe ganze Drehung,
halbe Drehung, Vierteldrehung nach links bzw. nach rechts durchgefthrt. Daran
anschlieRend finden Sie einige Beispiele zum Ikonisieren.

Das lkonisieren ist schon seit langem die beliebteste Art, abstrakte Vorgange und
Begriffe zu veranschaulichen. Descartes gilt z.B. als Erfinder der Methode,
Funktionen durch ihre Graphen zu veranschaulichen, Gauss erfand die Darstellung
der komplexen Zahlen als Punkte der komplexen Zahlenebene.

Aufgabe 4.1.2
Versuchen sie, die folgenden Begriffe, bzw. Operationen zu ikonisieren, enaktivieren,
verbalisieren, formalisieren.

a) Quadrat

b) Flacheninhalt eines Rechtecks

c) Kurzen eines Bruches

d) Achsenspiegelung

e) Ableitung einer Funktion

Als weiteres Beispiel wéhle ich die Prozentrechnung. In allen Schulbtichern werden
Prozentsatze durch Graphiken dargestellt. Hier ist ein Beispiel eines ,Prozentblattes”
aus Mathematik heute, Klasse 7, Schroedel Verlag.

(2) Veranschaulichen von Prozentangaben

Prozentangaben kann man auch gut an einem Quadrat mit 100 Kistchen veranschaulichen.

HERNEAE | || |

50 von 100 Kistchen sind 25 von 100 Kistchen sin 100 von 100 Kistchen sind

rot gefdrbt. Das sind % rot gefiarbt. Das sind %, rot  gefdrbt. Das sind
P . . 100

also die Hilfte des ganzen also ein Viertel des gan- 1000 also das Ganze des

Quadrates. zen Quadrates. Quadrates.

Eine weitere Mdglichkeit der Ikonisierung ist eine Doppelskala. Aus dem selben
Schulbuch:
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Das Ganze (650 Mitglieder) ist der | 650 Mitglieder (100%) i
Grundwert. “H
Der Anteil am Ganzen (18% ) heil3t :
Prozentsatz. |
Die Grofie des Teils (117 Mitglieder) 117 Mitglieder :
heil3t Prozentwert. gehoren zur Badmintonabteilung |
1
0 g0 §00 450
— f + + |
1 g " r 3 & a e I " 'y
M b v S 14 T Lg * ¥ v s
A JoY, IYAL:

Mit Hilfe eines Gummibandes kann man diese Vorstellung auch enaktivieren. Die
untere Skala wird durch ein Gummiband mit einer Prozentskala ersetzt. Jetzt kann
man dieses Band an verschiedene Grundwerte anpassen.

Aufgabe 4.1.3
Uberlegen Sie, wie man mit diesem Gummiband die drei Grundaufgaben der
Prozentrechnung naherungsweise losen kann.

4.2 Operative Prinzipien

Im weiteren Sinn werden so alle Prinzipien genannt, die sich aus dem Piagetschen
Begriff der Operation herleiten, also auch das EIS-Prinzip.
Im engeren Sinn bedeutet das flr mich, dass

- Kompositionsfahigkeit

- Assoziativitat

- Reversibilitat
eine wichtige Rolle beim Einfiihren und Uben eines mathematischen Gebietes
spielen. Als Beispiel dient hier das kleine Einmaleins.

Im Zahlenbuch fur das 2. Schuljahr aus dem Klettverlag findet man folgende
Einmaleins-Tafel.

Einmaleins-Tafel # 4
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Im linken oberen Eck sehen Sie ein Punktefeld, mit dem man sich
Multiplikationsaufgaben veranschaulichen kann (denken Sie an die Flacheninhalte
bei Aebli).

Die Tafel selbst gibt einen Uberblick tiber die Aufgaben, die vorkommen kénnen.
Dabei sind grundlegende Rechnungen (etwa die Verdoppelungen) farbig
gekennzeichnet. Wichtig ist, dass jede weil3e Aufgabe eine farbige Nachbaraufgabe
hat. Dadurch ist sie Uber das farbige Feld erreichbar.

6*7 = 5*7 +7
8*7 =71 *7
USw.

Es genugt also, zunachst nur die Zweierreihe, die Funferreihe und die Quadratzahlen
auswendig zu kdnnen, alles andere kann man sich dann durch Additionen
erschliel3en.

Hier sieht man deutlich die Kompositionsfahigkeit und die Assoziativitat. Die
Reversibiltat wird deutlich bei Aufgaben der Form
Welche Multiplikationen aus der Einmaleinstafel haben das folgende Ergebnis:
a) 21
b) 24
c) 25
d) 23

Die Einmaleins-Tafel ist ein gutes Beispiel fur den eher ganzheitlichen Charakter des
operativen Ubens. Gegenbeispiel ware das isolierte Lernen und Uben der einzelnen
Einmaleins-Reihen: Zweierreihe, Funferreihe, Viererreihe, Dreierreihe usw. (Dabei
sind naturlich die Ubergange flieRend. Natirlich wird auch beim ,isolierten“ Uben der
Reihen auf ihre Beziehungen untereinander eingegangen, beim einen Lehrer mehr,
beim anderen weniger).

Ein viel genanntes Beispiel des operativen Ubens ist die Zahlenmauer, die vor allem
in Ubungen der Grundschule vorkommt. Dort wird sie vor allem beim Uben der
Addition verwendet. Die Zahl in einem Baustein soll die Summe der beiden unteren
Bausteine sein.

1 2 T 3

Durch Offenlassen von Bausteinen entstehen jetzt verschiedene Aufgaben:

Die einfachste:

| 2 |
| 2 | 2 |
1 | 2 | 3 |
Etwas schwieriger:
| 2 |
|3 [ 2 |
1 | ? | 3 \
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Oder noch schwieriger:

? \'? |'? |

Bei der letzten Aufgabe wird am deutlichsten, dass es dem Erfinder der Aufgaben auf
Kompositionsfahigkeit, Assoziativitat und Reversibilitat angekommen ist. Diese
Eigenschaften der Addition werden auch bei den folgenden Fragen deutlich:

Was geschieht, wenn ich die Zahl ganz links unten um 1 erh6he?

Was geschieht, wenn ich die Zahl unten in der Mitte um 1 erhéhe?

Bei diesen Fragen soll das ,Funktionale Denken® angeregt werden.

Das folgende Beispiel stammt aus ,Das Zahlenbuch, Klass 6“ Klett u. Balmer Verlag.

Sechsstdckige Zahlenmauern untersuchen
8 Wie dndertsich der Deckstein?

a. b.
a b c d e f a b c d e f
’_[Ejlfji]j_‘ 1 2 [ 3] a4 s 6 1 2 | 3| a5 |s
I 2| 3| 4| 5| 6| 7 2 | a | s 10 | 12
[a[blcldle]f] 3 4 5 6 7 8 4 8 | 12|16 | 20 | 24

Fahre weiter. Was entdeckst du?

Weitere Aufgaben aus diesem Buch:

Vertausche in der oben abgebildeten roten Zahlenmauer zwei, drei oder gar vier Grundsteine. Uberlege wie sich
der Deckstein verandert. Prife nach.

Veréndere einen einzigen Grundstein. Als Deckstein soll dabei 100, 110, 120,... herauskommen. Wie viele
verschiedene Lésungen findest du?
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Aufgabe 4.2.1
Ubertragen Sie diese Ubungsform auf Stoffgebiete der Sekundarstufe I.
a) Addieren von Brlichen
b) Addieren von ganzen Zahlen
c) Addieren von rationalen Zahlen
d) Multiplizieren von ganzen Zahlen

Erich Ch. Wittmann weist auf die Bedeutung von strukturiertem Ubens hin. Wenn die
Aufgaben nicht zufallig zusammengestellt sind, sondern in einem Zusammenhang
stehen, werden die Schiiler beim Uben zum Nachdenken angeregt.

Beispiel einer Aufgabe:
a) 5*(-2)
b) 4*(-2)
c) 3*(-2)
d) 2%(-2)
Was fallt dir auf? Wie geht es weiter?

AuRer der reinen Ubung wird der Schiiler auch zum funktionalen Denken angeregt.
Auch das Verbalisieren spielt hier eine wichtige Rolle. Falls bisher nur Aufgaben des
Typs ,Plus mal Minus* besprochen wurden, kann hier sogar zur Regel ,Minus mal
Minus* Ubergeleitet werden (Permanenzprinzip).

Aufgabe 4.2.2
Entwerfen Sie strukturierte Ubungen dieser Art zu
a) Multiplikation von Brichen
b) Division von Briichen
c) Potenzieren von ganzen Zahlen
d) Wurzelziehen

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Prozentrechnung. Wenn wir sie gemal den
operativen Prinzipien behandeln, so legen wir Wert auf die Kompositionsfahigkeit, die
Assoziativitat und die Reversibilitat.

Wir gehen aus vom grundlegenden Zusammenhang:

Prozentsatz = Teil durch das Ganze
bzw. in der (fur Schiler recht verwirrenden) Fachsprache

Prozentwert
Grundwert

Prozentsatz =

Wenn Prozentwert und Grundwert gegeben sind, kann ich den Prozentsatz
ausrechnen. Es gibt zwei Umkehraufgaben, die Berechnung des Prozentwertes und
die Berechnung des Prozentsatzes, wenn die jeweils fehlenden Grol3en gegeben
sind. Als Anhanger der operativen Prinzipien werden wir auch diese beiden
Umkehraufgaben kraftig ben, um ein vertieftes Verstandnis des Prozentrechnens zu
erreichen. Hier setzt nun Zech allerdings ein dickes Fragezeichen. Die Berechnung
des Grundwertes fallt schwacheren Schilern schwer, sie scheint diese eher zu
verwirren, als zu einem vertieften Verstandnis beizutragen. Da aul3erdem die
Berechnung des Grundwertes in den Anwendungen keine gro3e Rolle spielt, pladiert
Zech in seinem Buch ,Mathematik erklaren und verstehen® daftr, diese
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Grundaufgabe manchen Schulern zu ersparen und warnt davor, die operativen
Prinzipen allzu extrem anzuwenden.

Ich habe Ihnen bis jetzt nur Beispiele fir die Anwendung der operativen Prinzipien
beim Uben gegeben. Diese Prinzipien durchziehen aber den ganzen Unterricht,
insbesondere bei der Einfihrung eines neuen Gebiets kann man sie berucksichtigen.
Allerdings besteht auch hier die Gefahr der Ubertreibung. Wer bei der Addition zu
schnell die Subtraktion, beim Potenzieren zu schnell das Wurzelziehen einfiihrt, beim
Prozentrechnen zu schnell die Berechnung des Grundwerts, wird die Schuler
verwirren. Wer allerdings zu lange isoliert einzelne Gebiete tbt, wird bei den
vermischten Aufgaben eine bose Uberraschung erleben.

Die letzten Uberlegungen sollen Sie darauf hinweisen, dass die operativen Prinzipien
(wie alle didaktischen Prinzipien) nur grobe Richtlinien und Ideengeber, nie aber
starre Rezepte sein kénnen.

4.3 Weitere didaktische Prinzipien

Wie schon erwahnt gibt es in der Literatur eine Vielzahl von didaktischen Prinzipien,
die sich teilweise Uberlappen und erganzen. Ich nenne hier noch einige, ohne naher
auf sie einzugehen.

Es gibt eine Vielzahl von Variationsprinzipien. Das EIS-Prinzip und die operativen
Prinzipien kénnen als Variationsprinzipien angesehen werden. Allgemein bedarf
Lernen sicher einer gewissen Variation des Dargebotenen. Allerdings ist auch hier
wieder die Gefahr, dass zuviel Variation das Lernen behindert.

Aufgabe 4.3.1
Was konnte man denn noch variieren auf3er den Darstellungsebenen?

Das Prinzip des aktiven Lernens wird von Erich Ch. Wittmann (in Grundfragen des
Mathematikunterrichts) folgendermalRen formuliert:
.Der Lehrer sollte sich dartiber im klaren sein, dass seine Instruktion
wirkungslos bleibt, wenn sie nicht durch eine aktive Konstruktion seitens des
Schulers erganzt wird. Daher mussen Aktivitaten organisiert werden, die den
Schuler in eine intensive Auseinandersetzung mit dem Gegenstand bringen.”

Aufgabe 4.3.2
Was ware denn passives Lernen. Wer von lhnen kann das passive Lernen
verteidigen?

Das Spiralprinzip von Jerome Bruner: Um den Kindern einen Gegenstand in einer
Form nahe zu bringen, die sie verstehen, ist nach Bruner zweierlei notig:

a) Der Stoff ist auf friiher Stufe in einer intuitiven Form zu vermitteln

b) Er muss spater in einer dem Alter angemessenen Form erneut behandelt
werden.

Anmerkung: Bruner war kein Mathematiker. Unter Spirale verstand er, anders als wir,
eine Schraubenlinie (Spiralfeder in Opas Sofa).
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Aufgabe 4.3.3

Vergleichen Sie die Gebiete Geometrie und Wahrscheinlichkeitsrechnung beziglich
der schulischen Behandlung unter dem Gesichtspunkt des Spiralprinzips.

Aufgabe 4.3.4

Lesen sie in ,,Grundkurs Mathematikdidaktik” von Zech den entsprechenden
Abschnitt 4.2 zu den operativen Prinzipien.
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